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Navadno se zaradi temperaturnih razlik pri taljenju snovi v kapljevini pojavi konvekcija. Ta bistveno pove~a prenos toplote, kar
neposredno vpliva na polo`aj medfaznega roba. V delu je predstavljen primer izra~una ~asovnega poteka taljenja ~iste snovi v
dvodimenzionalni pravokotni kotanji od trenutka, ko je temperatura stranske stene postavljena nad temperaturo tali{~a. Poleg
polo`aja medfaznega roba so prikazani {e temperaturno in hitrostno polje ter ~asovni potek Nusseltovega {tevila. Ra~un je
izveden z metodo kontrolnih prostornin na neenakomerni fiksni mre`i. Temelji na enofaznem modelu oziroma modelu
kontinuumske me{anice, ki definira krajevno odvisno funkcijo dele`a posamezne faze.
Klju~ne besede: taljenje, enofazni model, numeri~na simulacija

Because of the differences in temperature which are present in the melt, convection usually appears. Convective heat transfer
directly influences the position of the solid-liquid interface. Numerical simulation of melting of pure substance in rectangular
two-dimensional cavity is presented in this work. Melting is observed from the moment when one side wall's temperature is set
above melting point. Besides the front position, velocity field, temperature field and Nusselt number are also observed. The
control volume method with nonuniform fixed grid is used for the calculation. It is based on the continuum (one-phase) model
which defines space dependent phase fraction function.
Key words: melting, one-phase model, numerical simulation

1 OPIS

Kvadratno kotanjo (slika 1) s stranico l zapolnjuje
snov v trdnem stanju pri temperaturi tali{~a TM. Stene
kotanje so toge, zgornja, spodnja in desna pa tudi
toplotno izolirane (adiabatne). Za~etno homogeno
temperaturno polje se za~ne spreminjati, ko ob ~asu t = t0

levo steno staknemo s toplotnim rezervoarjem s
temperaturo Ts, ki je vi{ja od temperature tali{~a (Ts >
TM). Zato se za~ne snov ob levi steni taliti, temperaturne

razlike pa v nastajajo~i kapljevinski fazi po`enejo
konvekcijski tok, ki vpliva na taljenje. Nastali tok
namre~ pove~a prenos toplote od leve stene, preko
kapljevine v trdno fazo. Na desni steni vzdr`ujemo
za~etno temperaturo Ts. Zanimamo se za ~asovni razvoj
temperaturnega in hitrostnega polja, ter polo`aj
medfaznega roba.

Privzamemo, da lahko primer obravnavamo
dvodimenzionalno. Privzetek je dober, ~e npr. skozi
sprednjo in zadnjo steno ni toplotnega toka, kapljevina
pa na njih "zdrsne" ali v primeru, ko je kotanja zelo
dolga in opazujemo dogajanje na sredini. Dodatni
pribli`ki so {e:

– nestisljivost kapljevine (∇⋅ =rυ) 0)
– Boussinesquova aproksimacija in enakost gostot

trdne in kapljevinske faze (rl = rs = r)
– konstantna viskoznost kapljevinske faze
– temperaturna neodvisnost in enakost specifi~nih

toplot obeh faz (cpl = cps = cp)
– temperaturna neodvisnost in enakost toplotnih

prevodnosti obeh faz (ll = ls = l).
Zadnja pribli`ka pri ve~ini realnih problemov sicer

nista dopustna in hkrati tudi ne pomenita bistvene
poenostavitve numeri~nega re{evanja. Omogo~ata
predvsem manj{e {tevilo parametrov in bolj enostaven
prehod na brezdimenzijske koli~ine, s katerimi
obravnavamo problem. Za pojav se namre~ zanimamo
bolj splo{no, predvsem nas zanima vpliv konvekcije na
taljenje.
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Slika 1: Shematski prikaz taljenja v kotanji
Figure 1: A schematic explanation of melting in cavity



2 MODEL

Za izra~une uporabimo enofazni model oziroma
model kontinuumske me{anice, v katerem je definirana
funkcija fl:
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Funkcija omogo~a hkratno obravnavo obeh domen,
tako da ni potrebno eksplicitno spremljati polo`aja
medfaznega roba. ^asovno in krajevno odvisnost
neznanih koli~in, tj. entalpije h in hitrostnega polja

rυ,
podajajo transportne ena~be, veljavne na celotnem
obmo~ju (kotanji).

Prenos toplote opisuje ena~ba:
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pri ~emer je h specifi~na entalpija mesanice:

h f h f hl l l s= + −( )1 ; h c f Ll pT l= + ; h c Ts p= ⇒
⇒ = +h c T f Lp l (3)

V gornjih izrazih je L specifi~na talilna toplota.
Zadnji ~len na desni v ena~bi (2) izhaja iz izpeljave
modela1. Z

rυ je ozna~ena hitrost me{anice:
r r r rυ υ υ υ= + − =f f fl l l s l l( )1 . (4)

Predpostavljamo namre~, da je hitrost v trdni snovi
enaka ni~ (

rυ s = 0).
Spreminjanje hitrostnega polja podaja ena~ba:
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kjer tretji ~len na desni pomeni vzgonski pospe{ek,
sorazmeren s temperaturno razteznostjo kapljevine b.
Zadnja dva ~lena izhajata iz izpeljave modela. Zadnji
~len je dodatno poenostavljen in zagotavlja ni~elno
hitrost v trdni fazi, ~e je koli~ina K dovolj velika.

Ena~bi (2) in (5) izrazimo z brezdimenzijskimi
koli~inami v obliki:
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za entalpijsko polje, za hitrostno pa:
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kjer
r
j ozna~uje navpi~en (navzgor obrnjen) enotski

vektor, ki ka`e v isto smer kot vzgonska sila. Pretvorbo
med dimenzijskimi in brezdimenzijskimi koli~inami
podajajo enakosti:
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V ena~bah (6) in (7) nastopajo za obravnavani primer
zna~ilna brezdimenzijska {tevila:
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Prvo je Prandtlovo Pr, ki podaja razmerje med
hitrostima difuzijskega prenosa gibalne koli~ine in
toplote ter je odvisno od snovnih lastnosti. Drugo {tevilo
je Rayleighovo Ra, ki pove, kako mo~na je konvekcija v
kotanji. Tretje, Stefanovo {tevilo Ste, je mera za
pregretost kapljevine nad tali{~em, izra`ena s specifi~no
talilno toploto L.

3 NUMERI^NA SIMULACIJA

Numeri~na simulacija procesa temelji na metodi
kontrolnih prostornin2 in je podrobneje opisana v
referenci3. Za izra~un danega primera je uporabljena
neenakomerna ortogonalna mre`a, sestavljena iz 100 x
80 kontrolnih prostornin (slika 2) in mo~no zgo{~ena pri
levem robu, kjer je (na za~etku) velik gradient
entalpijskega polja.

Ra~unski algoritem lahko na kratko opi{emo z
naslednjimi koraki:

1. inicializacija: Fo = 0,
rυ = 0, h = 0, Q = 0, ƒl = 0

2. za~etek ~asovnega koraka: Fo := Fo + DFo

3. re{i ena~bo za hitrostno polje (metoda SIMPLER)
4. re{i ena~bo za entalpijsko polje
5. izra~unaj temperaturno polje Q
6. izra~unaj dele` kapljevinaste faze ƒl

7. ~e je dose`ena konvergenca znotraj ~asovnega kora-
ka, izvedi korak 2, sicer korak 3
Za izra~un vrednosti na vsakem ~asovnem koraku je

uporabljena popolnoma implicitna shema. Konvergenco
znotraj ~asovnega koraka dolo~a merilo:
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kjer je fn+1 matrika vrednosti izra~unanavanega polja
(U, V ali H) in fn+1 izra~unana vrednost iz prej{nje
iteracije. Za doseganje konvergence v izra~unu upora-
bimo pribli`ek zveznega faznega prehoda na tempe-
raturnem intervalu DQ, tako da namesto (1) pi{emo:

J. MENCINGER, B. [ARLER: NUMERI^NA SIMULACIJA TALJENJA...

322 KOVINE, ZLITINE, TEHNOLOGIJE 33 (1999) 5



fl =










≤
< ≤
>

0

1

0

0

,

,

Θ
∆

Θ
Θ ∆

Θ ∆Θ
Θ

Θ

(11)

V predstavljenem izra~unu so bile uporabljene
vrednosti: DFo = 2 x 10-4, εkorak = 10-5 in DQ= 10-3.

4 IZRA^UN IN RAZPRAVA

Izra~un izvedemo za primer Ste = 0,01, Pr = 0,01, Ra
= 106. Opazujemo ~asovni potek celotnega dele`a
kapljevine ƒl, ki ga izra~unamo:
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Slika 3: Skupni dele` kapljevine ƒl v odvisnosti od Fo; a - taljenje s
konvekcijo, b - taljenje brez konvekcije
Figure 3: Total liquid fraction as function of Fo; a - melting with
convection, b - melting without convection

Slika 2: Neenakomerna mre`a iz 100 x 80 kontrolnih prostornin
Figure 2: Nonuniform grid: 100x80 control volumes

Slika 5: Tokovnice in izoterme ob Fo = 4,0
Figure 5: Streamlines and isotherms at Fo = 4.0

Slika 4: Povpre~no Nusseltovo {tevilo na levi steni v odvisnosti od
Fo; a - taljenje s konvekcijo, b - taljenje brez konvekcije
Figure 4: Average Nusselt number at the left wall as function of Fo; a
- melting with convection, b - melting without convection
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in ga prikazuje slika 3. Za primerjavo je dodan tudi
potek polo`aja medfaznega roba pri taljenju brez
konvekcije (Ra = 0).

Zanimiv je ~asovni potek povpre~nega Nusseltovega
{tevila na levi steni Nu(0):
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Kot je razvidno s slike 4, je {tevilo Nu(0) na za~etku
procesa zelo veliko. Konvekcija tedaj {e ne prispeva
bistveno k prenosu toplote, saj je prostor, zapolnjen s
kapljevinasto fazo, {e razmeroma majhen. S pove~e-
vanjem le-tega postaja vpliv konvekcije mo~nej{i in
vrednost Nu(0) za~ne nara{~ati. Hkrati se zaradi nagiba

medfaznega roba mo~ kovekcije zmanj{uje; v limitnem
primeru, ko bi bil medfazni rob vodoraven, konvekcije
sploh ne bi bilo. Tako si lahko razlo`imo spremembo
predznaka ~asovnega odvoda {tevila Nu(0) pri Fo ≈ 3,2.
Naklon krivulje se znatno spremeni tudi, ko medfazni
rob dose`e desno steno, kar se zgodi tudi pri taljenju
brez konvekcije. Slike 5, 6 in 7 prikazujejo tokovnice in
izoterme v treh razli~nih ~asovnih trenutkih. Na sliki 6 je
prikazana situacija, predno medfazni rob dose`e levo
steno, na sliki 7 pa po tem.

Za predstavljeni primer ne obstaja analiti~na re{itev,
zato je ocena to~nosti izra~una mo`na s primerjavo z
eksperimentalnimi podatki ali z rezultati drugih avtorjev.
Uporabljeni model in metoda je bila verificirana s
primerjavo z rezultati drugih modelov in metod4.
Opisano simulacijo lahko uporabimo pri preu~evanju
{tevilnih naravnih in tehnolo{kih procesov.
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Slika 6: Tokovnice in izoterme ob Fo = 12,0
Figure 6: Streamlines and isotherms at Fo = 12.0

Slika 7: Tokovnice in izoterme ob Fo = 13,0
Figure 7: Streamlines and isotherms at Fo = 13.0
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